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Résumé
En mécanique des milieux continus solides, dans la mesure où les déformations subies
par le solide peuvent être considérées comme "petites", le tenseur des déformations infi-
nitésimales ε est quasi-unanimement reconnu comme variable d’état pertinente. Dans le
cas de l’élasticité linéaire isotrope (loi de Hooke), ses deux premiers invariants sont les
seuls arguments de la densité massique d’énergie libre – laquelle ne fait intervenir que
deux paramètres-matériau, soit, par exemple, le module de compressibilité, K > 0, et le
module de cisaillement, µ > 0. Un problème se pose toutefois lorsqu’on veut mettre en
relation cette densité massique d’énergie libre, qui présuppose une modélisation conti-
nue de la matière, et l’énergie caractéristique des interactions entre les atomes qui la
composent réellement, soit, en premier lieu, celle des liaisons interatomiques d’un atome
donné avec ses voisins. Si l’on retient un potentiel d’interaction de type Lennard-Jones
– lequel fait aussi intervenir deux paramètres-matériau, soit la "largueur d’interaction di-
polaire", A0 > 0, et le "rayon du cœur répulsif", rr > 0 –, il s’avère en effet impossible,
à partir de valeurs physiquement réalistes de A0 et rr, de trouver des valeurs pertinentes
pour K et µ. Il est communément admis que, pour surmonter ce problème, il suffit d’ajou-
ter à l’énergie basée sur le potentiel de Lennard-Jones un terme censé rendre compte du
comportement non local du gaz d’électrons (méthode dite de "l’atome entouré" ; cf. par
exemple [Fivel et Forest 2004]). Bien que cette solution soit indéniablement efficace, on
se propose, dans cet article, d’en explorer une autre, sans recourir à quelque hypothèse
de non localité que ce soit.
Cette autre solution suppose, en premier lieu, de renoncer à la notion de déformation et
d’introduire celle de conformation, telle qu’elle a été définie dans [Désoyer 2017]. Dans
le cas des corps purs simples, et donc, en particulier, des métaux à structure hexagonale
compacte, il est en effet possible de définir, pour chaque liaison interatomique maintenant
solidaire un atome donné et l’un de ses k premiers voisins, un tenseur de conformation
dit "élémentaire", puis, à partir des ces tenseurs élémentaires, un tenseur de conformation
moyenne des liaisons de cet atome avec tous ses premiers voisins, Ĉ . Dans le cas où les
variations de conformation par rapport à un état initial peuvent être considérées comme
"petites", il est aussi possible, par une argumentation désormais classique en thermody-
namique des milieux continus, de construire un modèle d’élasticité linéaire ne faisant in-
tervenir que Ĉ , lequel présente d’évidentes analogies avec la loi de Hooke. Outre qu’elle
ne fait intervenir aucune notion ni grandeur non locale, cette nouvelle approche du pro-
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blème de l’élasticité des structures cristallines a pour premier mérite que le sens physique
des valeurs et vecteurs propres de Ĉ reste pertinent quand le milieu réel, discret, est mo-
délisé par un milieu continu, dont on exige seulement que son énergie de conformation
soit égale à celle du milieu réel (hypothèse d’équivalence en énergie). Son second mé-
rite découle de la description tensorielle de la conformation : le théorème des fonctions
isotropes, cf. par exemple [Garrigues 2007], permet en effet d’affirmer que l’énergie de
conformation d’un atome donné et de ses k premiers voisins ne dépend pas seulement de
la norme des k tenseurs de conformation élémentaire (c’est-à-dire de k distances interato-
miques, lesquelles sont le seul argument du potentiel de Lennard-Jones) mais également
de leurs invariants croisés, c’est-à-dire de l’orientation relative de deux liaisons interato-
miques données, autrement dit encore, de l’angle qu’elles forment. Pour les cristaux à
structure hexagonale compacte, une proposition est faite dans cet article quant à la façon
dont l’énergie discrète dépend de ces invariants croisés. Sa pertinence y est aussi testée,
uniquement à partir de calculs littéraux, tout d’abord dans le cas d’un ensemble de k
tenseurs de conformation élémentaire correspondant à un état de conformation moyenne
sphérique, ensuite dans celui d’un ensemble de k tenseurs de conformation élémentaire
correspondant à un état de conformation moyenne déviatorique.
1 Introduction
Le texte qui suit vise à préciser les conditions de validité de l’hypothèse d’équivalence
en énergie formulée dans [Désoyer 2017] afin de substituer au milieu réel – clairement
discret à l’échelle atomique – un milieu continu, logiquement qualifié d’"équivalent". Il
est limité à la seule structure cristalline hexagonale compacte (titane α, zirconium, zinc,
cobalt, magnésium,...). La démarche qui y est suivie est cependant assez générale. Elle
devrait donc pouvoir être reprise dans l’étude d’autres structures cristallines.
Au sens que lui donnent habituellement les mécaniciens des milieux continus solides, la
structure considérée dans cette étude est un domaine matériel solide sub-nanoscopique
Ω ∈ R3 (voir la Figure 1), de dimension caractéristique rr, de l’ordre du dixième de na-
nomètre, dans lequel on suppose que le champ de conformation est quasi-uniforme :
Γ(x)≈Γ ∀x ∈Ω
Selon l’hypothèse d’équivalence en énergie, l’énergie de conformation du milieu continu
est égale à celle, u, du milieu réel constitué d’un atome (son noyau), situé au centre de Ω,
et de ses k premiers voisins, avec k = 12 dans le cas hexagonal compact. Si l’on suppose,
comme dans [Désoyer 2017], que l’énergie du milieu continu est caractérisée par une
densité massique d’énergie de conformation ϒ(Γ), cette hypothèse s’écrit :
u =
∫
Ω
ρ(x)ϒ(Γ(x))dV
où ρ désigne la masse volumique, laquelle, à l’instar de Γ, définit un champ dans Ω.
Puisque le champ deΓ est supposé quasi-uniforme dansΩ, propriété dont hérite le champ
de masse volumique, l’égalité précédente est correctement approchée par :
u ≈ ρVΩϒ(Γ) (1)
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FIGURE 1 – Schématisation du domaine matériel considéré dans l’étude, soit ce que l’on appellera par
la suite le motif élémentaire – d’un cristal hexagonal compact en l’occurrence. Les sept atomes (leurs
noyaux) appartenant au plan de la figure, dont l’atome central, numéroté1, sont représentés par des disques
noirs. Une indication sur la position des six autres atomes, hors plan, est donnée par les disques grisés,
chacun d’entre eux s’interprétant comme la projection suivant e3, sur le plan de la figure, de deux atomes,
l’un au-dessus de ce plan (numéroté 8, par exemple), l’autre, en-dessous (numéroté 11, par exemple). Le
motif élémentaire ainsi défini est un cuboctaèdre, c’est-à-dire un polyèdre convexe à quatorze faces. Dans
le milieu discret réel, dont le centre est occupé par l’atome 1 (son noyau), douze liaisons interatomiques
sont prises en compte, soit celles de l’atome 1 avec ses douze premiers voisins. Chacune de ces liaisons
est géométriquement caractérisée par son tenseur de conformation élémentaire C1, j+1 = ln(r1, j+1)N1, j+1,
avec r1, j+1 = r1, j+1/rr – où r1, j+1 est la distance entre le noyau de l’atome 1 et celui de son ( j+ 1)-
ième premier voisin et où rr est une longueur caractéristique, en l’occurrence celle de la liaison quand
aucune force ne lui est appliquée – et avec N1, j+1 = (±n1, j+1) ⊗ (±n1, j+1) – où ±n1, j+1 est le vecteur
unitaire de la direction définie par l’atome 1 et son ( j+1)-ième premier voisin. Le tenseur de conformation
moyenne des liaisons de l’atome 1, Ĉ 1, est construit à partir de la moyenne arithmétique de ces tenseurs
de conformation élémentaire, C 1, de la plus grande, en valeur absolue, des valeurs propres des tenseurs de
conformation élémentaire, cmax, et de la plus grande, en valeur absolue, des trois valeurs propres de C 1,
C 1max. Le milieu continu équivalent est lui aussi un cuboctaèdre, de même volume que le milieu discret
réel. La masse y est supposée répartie de façon quasi-uniforme. Le champ de conformation Γ(x) y est
également supposé quasi-uniforme. En cohérence avec l’hypothèse d’équivalence en énergie, ce champ
quasi-uniforme Γ est supposé égal au tenseur de conformation moyenne du cas discret : Γ = Ĉ 1.
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où VΩ désigne le volume de Ω.
L’étude est restreinte au cas de l’élasticité, laquelle est elle-même restreinte puisqu’elle
est supposée :
– isotrope – ce qui est une restriction forte puisque des directions d’anisotropie existent
indubitablement dans toutes les structures cristallines, la structure hexagonale com-
pacte semblant toutefois être la plus "faiblement" anisotrope (la cubique à faces cen-
trées ne l’étant probablement guère plus),
– linéaire – comme dans le cas de la loi de Hooke, où les déformations sont supposées
rester "petites" devant 1, cette restriction impose aux variations de conformation, par
rapport à une conformation initiale, de rester "petites", dans un sens qu’il conviendra
de préciser par la suite.
Dans le cas de l’élasticité linéaire isotrope, il a été conjecturé dans [Désoyer 2017] qu’une
énergie libre massique analogue à celle qui caractérise la très célèbre loi de Hooke pour-
rait rester pertinente quand, au tenseur des "petites" déformations, est substitué celui des
"petites" variations de conformation. Cette conjecture est retenue dans cette étude, où la
densité massique d’énergie de conformation est donc donnée par :
ϒ(Γ) =
1
ρ0
(
1
2
λ(Tr(Γ))2 + µΓ :Γ
)
+ ϒ0 avec µ > 0 et λ > −23 µ
que l’on peut encore écrire, en introduisant le module de compressibilité K :
ϒ(Γ) =
1
ρ0
(
1
2
K (Tr(Γ))2 + µ dev(Γ) : dev(Γ)
)
+ ϒ0 avec K > 0 et µ > 0 (2)
où ϒ0 est une constante a priori indéterminée. Au prix d’une autre approximation, très
usuelle dans l’approche classique de l’élasticité linéaire isotrope, à savoir que ρ ≈ ρ0, où
ρ0 est la masse volumique initiale – et donc VΩ ≈ VΩ0 , où VΩ0 est le volume initial de
Ω –, Eq. (1) s’écrit alors :
u ≈ VΩ0
(
1
2
K (Tr(Γ))2 + µ dev(Γ) : dev(Γ) + ρ0ϒ0
)
Dans [Désoyer 2017], il a également été supposé que, dans le cas discret, au point consi-
déré – soit, en l’occurrence, le point où se trouve le noyau de l’atome 1, au centre du motif
élémentaire 1 -, le tenseur de conformation moyenne des liaisons de l’atome 1 avec ses
k = 12 premiers voisins, C 1, est la moyenne arithmétique des tenseurs de conformation
élémentaire de ses 12 liaisons interatomiques, notés C1, j+1, soit :
C 1 =
1
12
12
∑
j=1
C1, j+1 =
1
12
12
∑
j=1
ln(r1, j+1)N1, j+1 (3)
1. J’ai préféré parler ici de motif plutôt que de maille, ce dernier mot étant très souvent utilisé, en cristallographie, pour désigner
le plus petit groupement d’atomes permettant, par sa translation suivant les trois directions (en fait, suivant les six directions orientées)
qui le caractérisent, le pavage périodique de l’espace. Bien évidemment, ce pavage peut aussi être obtenu à parti du motif que j’ai
retenu, par sa translation suivant les douze directions orientées n1, j+1, cf. Figure 1. Mais ce motif n’est pas le plus petit groupement
d’atomes permettant ce pavage. En revanche, et c’est le point essentiel pour cette étude, il prend en compte les 12 premiers voisins
d’un quelconque atome.
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avec r1, j+1 = r1, j+1/rr – où r1, j+1 est la distance entre le noyau de l’atome 1 et ce-
lui de son ( j + 1)-ième premier voisin et où où rr est une longueur caractéristique,
en l’occurrence celle de la liaison quand aucune force ne lui est appliquée – et avec
N1, j+1 = (±n1, j+1)⊗ (±n1, j+1) – où ±n1, j+1 est le vecteur unitaire de la direction dé-
finie par le noyau de l’atome 1 et celui de son ( j+ 1)-ième premier voisin. À l’usage,
cette définition du tenseur de conformation moyenne s’est toutefois montrée incompa-
tible avec un autre résultat présenté dans [Désoyer 2017], lequel tend à montrer 2 que,
dans le cas des "petites" variations de conformation, le tenseur de conformation moyenne
et celui des "petites" déformations, ε, sont égaux. On en retiendra donc une autre dans le
présent article, soit :
− sicmax > 0 (auquel cas C 1max > 0),
Ĉ 1 =
cmax
C 1max
C 1 =
cmax
12C 1max
12
∑
j=1
C1, j+1 =
cmax
12C 1max
12
∑
j=1
ln(r1, j+1)N1, j+1
− sicmax = 0 (auquel cas C 1max = 0), Ĉ 1 = 0 (4)
où cmax désigne la plus grande, en valeur absolue, des valeurs propres des douze ten-
seurs de conformation élémentaire (lesquels, rappelons-le, sont uniaxiaux, c’est-à-dire
qu’ils n’ont qu’une valeur propre non nulle), et où C 1max désigne la plus grande, en valeur
absolue, des trois valeurs propres de C 1. Cette renormalisation heuristique du tenseur
de conformation défini dans [Désoyer 2017] fait bien que, au moins dans les deux cas
particuliers qui seront étudiés dans la suite de cet article, Ĉ 1 = ε. Sa justification mathé-
matique ou physique reste cependant à établir.
Dans le cas continu, il a été également été supposé dans [Désoyer 2017], en cohérence
avec l’hypothèse d’équivalence en énergie, que le tenseur de conformation moyenne des
liaisons de l’atome considéré,Γ, est égal à celui du cas discret :Γ = Ĉ 1. Puisque ces deux
tenseurs sont égaux, on n’utilisera plus, par la suite, que l’un des deux symboles pour le
désigner. Comme tous les développements seront faits dans le cas discret, on optera pour
Ĉ 1.
Pour la classe de matériaux très restreinte considérée dans [Désoyer 2017], soit celle des
corps purs simples (un seul type d’atomes), il est assez largement admis, cf. par exemple
[Chervy 1994], que l’énergie de la liaison entre deux atomes est correctement approchée
par un potentiel d’interaction q de type Lennard-Jones. Un tel potentiel dépend d’un seul
argument, soit la distance entre les deux atomes rendus solidaires par la liaison. Ainsi,
dans le cas qui nous intéresse ici, l’énergie de la liaison entre l’atome 1, au centre du mo-
tif élémentaire, et son ( j+ 1)-ième premier voisin vaut q(r1, j+1). Si l’on suppose alors
que les 12 liaisons interatomiques de l’atome central sont deux à deux indépendantes,
leur énergie de conformation discrète u est simplement donnée par :
u(r1,2, r1,3, ...,r1,13) =
12
∑
j=1
q(r1, j+1)
2. Ce résultat n’a été établi que dans le cas de la traction simple. Il n’a donc définitivement pas valeur de preuve, d’autant
moins qu’il n’a été obtenu que pour un observateur particulier. Il est d’ailleurs tout à fait sûr qu’il n’est pas valable pour tous les
observateurs, et notamment pas pour ceux qui seraient en rotation par rapport à celui considéré dans [Désoyer 2017], puisque, si le
tenseur de conformation moyenne est objectif, qu’on le définisse par Eq. (3) ou Eq. (4), celui des "petites" déformations ne l’est pas.
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ou plus précisément, si l’on opte pour le potentiel de Lennard-Jones :
u(r1,2, r1,3, ...,r1,13) = 4A0
12
∑
j=1
((
r1, j+1
d
)−12
−
(
r1, j+1
d
)−6)
où A0 > 0 et d > 0 sont caractéristiques du corps pur considéré. Une autre écriture du
potentiel de Lennard-Jones sera retenue dans la suite de cette étude, non plus en fonction
de r/d mais en fonction de r = r/rr avec rr = 21/6d, soit :
q(r) = A0
(
r−12 − 2r−6
)
(5)
Ce simple changement de variable fait que la dérivée première de q est nulle pour r= 1, ce
qui a été posé dans [Désoyer 2017]. On en déduit immédiatement une nouvelle expression
de l’énergie de conformation discrète u, soit :
u(r 1,2, r 1,3, ..., r 1,13) = A0
12
∑
j=1
(
(r 1, j+1)−12 − 2(r 1, j+1)−6
)
(6)
Les rappels qui viennent d’être faits ainsi que le choix du potentiel de Lennard-Jones
pour exprimer l’énergie d’une liaison interatomique sont encore insuffisants pour for-
mellement énoncer le problème qui motive la présente étude. Une importante notion, en
effet, n’a pas été abordée dans [Désoyer 2017], qui permet de restreindre l’ensemble des
conformations élémentaires menant à un même tenseur de conformation moyenne. Car
du seul point de vue géométrique, il est assez facile de montrer qu’un tenseur de confor-
mation moyenne Ĉ 1 ∈ R3×R3 donné peut être obtenu, par exemple :
– à partir de n’importe quel tenseur de conformation élémentaire pour les (k− 3) pre-
mières liaisons de l’atome 1, c’est-à-dire n’importe quelle valeur réelle de ln(r1, j+1) et
n’importe quel tenseur de direction N1, j+1,
– et pour peu que les tenseurs de conformation des (k−2)-ième, (k−1)-ième et k-ième
liaisons (dixième, onzième et douzième dans le cas hexagonal compact) soient alors
liés par la relation suivante 3 :
C1,k−1 +C1,k +C1,k+1 = kĈ 1 −
k−3
∑
j=1
C1, j+1 = kĈ 1 −
k−3
∑
j=1
ln(r1, j+1)N1, j+1
= ln(r1,k−1)N1,k−1 + ln(r1,k)N1,k + ln(r1,k+1)N1,k+1
Une liaison interatomique ne se réduit cependant pas à sa géométrie : elle est aussi por-
teuse d’une force. Dans [Désoyer 2017], il a été proposé de définir cette force par un
tenseur uniaxial, soit par exemple, pour la liaison (1, j+1) et en retenant le potentiel de
Lennard-Jones défini par Eq. (5) :
F 1, j+1 =
1
rr
q′(r 1, j+1)N1, j+1 =
(
A0
rr
(−12(r 1, j+1)−13 + 12(r 1, j+1)−7))N1, j+1
3. Les tenseurs de direction N1, j+1 ne sont pas seulement symétriques mais aussi uniaxiaux, leur seul valeur propre non nulle
ayant en plus une valeur fixe, soit 1. Il n’est donc généralement pas possible de trouver un tenseur de direction dont le produit par un
réel soit égal à un tenseur symétrique S donné. En revanche, il est évidemment toujours possible d’exprimer un tenseur symétrique S
comme la somme de trois tenseurs uniaxiaux : si s1, s2 et s3 désignent ses trois valeurs propres, et u1, u2 et u3, trois de ses vecteurs
propres unitaires, on a en effet S = s1(u1⊗u1)+s2(u2⊗u2)+s3(u3⊗u3). De plus, par construction, les tenseurs (u1⊗u1), (u2⊗u2)
et (u3⊗u3) n’ont qu’une valeur propre non nulle, laquelle vaut 1. Ce sont donc des tenseurs de direction.
6
où q′ désigne la dérivée première de q. On peut remarquer que cette force est nulle pour
r 1, j+1 = 1, et seulement pour cette valeur.
En revanche, il n’a pas été exigé dans [Désoyer 2017] que la somme des forces exercées
sur l’atome 1 (et plus généralement la somme des forces exercées sur tous les atomes
constitutifs d’un corps) soit égale à zéro 4 . Si l’on désigne conventionnellement par
n1, j+1 le vecteur unitaire orienté de l’atome 1 vers son j + 1-ième voisin, et sachant
que N1, j+1 = (±n1, j+1)⊗ (±n1, j+1), cet équilibre des forces s’écrit simplement :
k
∑
j=1
F 1, j+1 .n1, j+1 = 0
Cette équation d’équilibre, vectorielle, impose certaines contraintes (au sens mathéma-
tique de ce mot) aux liaisons interatomiques d’un atome donné, tel l’atome 1. On en
déduit la définition suivante :
—–
Définition : si l’on suppose que l’énergie des liaisons interatomiques est régie par le po-
tentiel de Lennard-Jones défini par Eq. (5), les k liaisons d’un quelconque atome, noté
1, d’un corps pur simple sont dites sthéniquement admissibles si et seulement si leurs
longueurs adimensionnels r1, j+1 et le vecteur unitaire de leur direction, n1, j+1, conven-
tionnellement orienté de l’atome 1 vers l’atome j+1, vérifient :
k
∑
j=1
(
− (r1, j+1)−13 + (r1, j+1)−7) n1, j+1 = 0
avec k = 12 dans le cas hexagonal compact (7)
—–
2 Énoncé du problème (deux questions)
Compte tenu des principaux résultats de [Désoyer 2017] rappelés dans le Paragraphe 1 et
de la définition Eq. (7), une première question peut maintenant être explicitement formu-
lée, la réponse qui lui sera apportée devant permettre de mieux cerner les conditions de
validité de l’hypothèse d’équivalence en énergie :
———-
Question 1 : pour le système cristallin hexagonal compact, le tenseur de conformation
moyenne de l’atome 1 étant défini par Eq. (4), si l’on suppose que le potentiel d’inter-
action élémentaire est celui de Lennard-Jones et que les 12 liaisons interatomiques sont
4. Cette omission ne remet aucunement en cause les résultats présentés dans l’article, qui ne portent pas sur les tenseurs de
conformation élémentaire mais sur les tenseurs de conformation moyenne.
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deux à deux indépendantes, l’hypothèse d’équivalence en énergie, qui s’écrit alors :
A0
12
∑
j=1
(
(r 1, j+1)−12 − 2(r 1, j+1)−6
)
≈
VΩ0
(
1
2
K
(
Tr
(
Ĉ 1
))2
+ µ dev
(
Ĉ 1
)
: dev
(
Ĉ 1
)
+ ρ0ϒ0
)
(8)
peut-elle être vérifiée quels que soient les tenseurs de conformation élémentaire sthéni-
quement admissibles des 12 liaisons de l’atome 1, c’est-à-dire vérifiant Eq. (7),
sachant que A0 > 0, K > 0 et µ > 0 sont des constantes caractéristiques du milieu consi-
déré ?
———-
Dans l’expression Eq. (2) retenue pour l’énergie de conformation du mileu continu équi-
valent, les tenseurs de conformation moyenne sphériques (dev(Ĉ 1) = 0) et déviatoriques
(Tr(Ĉ 1) = 0) sont clairement distingués. Il est donc possible d’étudier ces deux types de
conformations moyennes séparément, c’est-à-dire d’étudier séparément la relation liant
le module de compressibilité K aux paramètre A0 et rr du potentiel de Lennard-Jones
et celle liant le module de cisaillement µ à ces mêmes paramètres. Sachant que K et µ
sont des paramètres a priori indépendants, comme A0 et rr, cette remarque n’interdit pas
d’envisager que la réponse à la question 1 soit positive. En aucune façon, toutefois, elle
ne prouve qu’elle l’est bien. En tout état de cause, il n’est pas interdit de se demander
comment l’expression Eq. (6) de l’énergie de conformation discrète u pourrait être modi-
fiée ou enrichie, notamment pour prendre en compte d’éventuelles interactions entre les
liaisons interatomiques, lesquelles ne seraient alors plus considérées comme deux à deux
indépendantes.
Dans bon nombre d’articles consacrés à la modélisation du comportement mécanique des
monocristaux à l’échelle atomique, tel [Fivel et Forest 2004], il est proposé d’ajouter à
l’énergie due aux seuls potentiels de Lennard-Jones un terme censé modéliser le compor-
tement non local du gaz d’électrons (méthode dite de "l’atome entouré"). Les résultats
obtenus à partir de ce type d’approche, numériques pour la plupart, sont convaincants
mais laissent dans l’ombre le sens physique précis de ce terme additionnel. Mais surtout,
parce qu’ils sont basés sur une représentation purement scalaire de la position relative de
deux atomes voisins, tous ces travaux 5 ignorent, dans la liste des arguments dont dépend
l’énergie d’un ensemble donné d’atomes, ceux qui permettent de décrire l’orientation re-
lative de deux liaisons interatomiques – c’est-à-dire, géométriquement parlant, l’angle
qu’elles forment. À l’inverse, dans l’approche tensorielle proposée dans [Désoyer 2017],
ces arguments apparaissent explicitement. Ainsi, pour en revenir à l’atome 1 et ses 12 pre-
miers voisins, l’énergie u, en toute généralité, dépend des 12 tenseurs de conformation
élémentaire, soit :
u(C1,2,C1,3, ...,C1,13) = u(r1,2, r1,3, ...,r1,13,N1,2,N1,3, ...,N1,13)
5. Tous ceux que j’ai lus, en tout cas.
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Le thèorème des fonctions isotropes, cf. p. ex. [Garrigues 2007], permet alors de préci-
ser la façon dont u dépend de ces arguments tensoriels 6 . En clair, il stipule que u ne
peut dépendre, en plus des r1, j+1, que des invariants de ses arguments tensoriels, soit,
en l’occurrence, et puisque N1, j+1 :N1, j+1 = 1, les seuls invariants croisés (ou mixtes)
du type N1,m :N1,n. Si l’on suppose en plus que, en première approximation, une liaison
interatomique n’interagit qu’avec ses voisines immédiates (4 dans le cas 3D, seulement
2 dans le cas 2D, cf. Figure 1), la liste des arguments scalaires de u est alors entière-
ment déterminée, soit, dans le cas de la structure cristalline hexagonale compacte, avec
la numérotation des atomes donnée sur la Figure 1 :
u
(
r 1,2, r 1,3, ..., r 1,13,
N1,2 : N1,3,N1,2 : N1,7,N1,2 : N1,10,N1,2 : N1,13,N1,3 : N1,4,N1,3 : N1,8,
N1,3 : N1,11,N1,4 : N1,5,N1,4 : N1,8,N1,4 : N1,11,N1,5 : N1,6,N1,5 : N1,9,
N1,5 : N1,12,N1,6 : N1,7,N1,6 : N1,9,N1,6 : N1,12,N1,7 : N1,10,N1,7 : N1,13,
N1,8 : N1,9,N1,8 : N1,10,N1,9 : N1,10,N1,11 : N1,12,N1,11 : N1,13,N1,12 : N1,13
)
avec N1,m : N1,n = cos2(ωm,n), où ωm,n désigne l’angle entre les liaisons interatomiques
(1, m) et (1, n).
En l’absence de données physiques qui permettraient de préciser, ou au moins d’estimer,
la façon dont l’énergie u dépend des invariants croisés, on formulera heuristiquement
deux hypothèses simplificatrices, à savoir :
– l’énergie de conformation u est la somme d’une énergie de type Lennard-Jones uLJ ,
définie par Eq. (6), et d’une énergie u IC ne dépendant que des invariants croisés : u =
uLJ + u IC,
– l’énergie u IC dépend linéairement des invariants croisés et ne fait intervenir qu’une
énergie caractéristique du cristal hexagonal compact considéré, B0, soit :
u IC = B0
(
N1,2 : N1,3+N1,2 : N1,7+N1,2 : N1,10+N1,2 : N1,13
+N1,3 : N1,4+N1,3 : N1,8+N1,3 : N1,11+N1,4 : N1,5
+N1,4 : N1,8+N1,4 : N1,11+N1,5 : N1,6+N1,5 : N1,9
+N1,5 : N1,12+N1,6 : N1,7+N1,6 : N1,9+N1,6 : N1,12
+N1,7 : N1,10+N1,7 : N1,13+N1,8 : N1,9+N1,8 : N1,10
+N1,9 : N1,10+N1,11 : N1,12+N1,11 : N1,13+N1,12 : N1,13
)
(9)
Comme on l’a déjà dit, le produit scalaire des tenseurs de directions de deux liaisons in-
teratomique voisines – (1,2) et (1,3), par exemple – détermine l’angle qu’elles forment
entre elles. Mais, à son tour, cet angle, associé aux longueurs des deux liaisons interato-
miques, lesquelles sont des arguments de l’énergie de type Lennard-Jones, cf. Eq. (8),
détermine la distance entre deux premiers voisins de l’atome 1 – r2,3, par exemple. Or,
cette distance, à l’instar de celle de l’atome 1 avec ses premiers voisins, conditionne entiè-
rement l’énergie d’interaction entre ces deux premiers voisins. Il est donc bien nécessaire
d’en tenir compte, d’une façon ou d’une autre, dans l’expression de l’énergie du motif
élémentaire. Le tenseur de conformation moyenne de l’atome 1 ne faisant pas intervenir
6. Une fonction d’arguments tensoriels à valeur scalaire est dite mathématiquement isotrope quand sa valeur ne dépend pas de la
base dans laquelle sont exprimées les composantes de ses arguments. En mécanique, et plus généralement dans tous les registres de
la physique, toutes les fonctions d’arguments tensoriels à valeur scalaire considérées devraient être isotropes. Je ne suis pas du tout
sûr que ce soit le cas.
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les tenseurs de conformation élémentaire des liaisons interatomiques entre ses premiers
voisins – C2,3, par exemple –, il ne serait toutefois pas dans la logique de la présente
étude de considérer les invariants de ces derniers comme des arguments de l’énergie u.
En revanche, et bien que, à eux seuls, ils ne permettent pas de déterminer la distance
entre deux premiers voisins de l’atome 1 mais seulement de la contraindre, il est tout à
fait légitime, comme on l’a dit précédemment, de supposer que des produits scalaires de
tenseurs de directions caractéristiques de liaisons de l’atome 1 avec ses premiers voisins
sont des arguments de u. Tel est bien le cas dans Eq. (9).
Compte tenu de ces deux hypothèses, une seconde question peut maintenant être formulée
– qui ne sera toutefois pertinente, rappelons-le, que s’il est répondu négativement à la
question 1 :
———-
Question 2 : pour le système cristallin hexagonal compact, le tenseur de conformation
moyenne de l’atome 1 étant défini par Eq. (4), si l’on suppose que l’énergie u des 12
liaisons interatomiques est la somme de l’énergie uLJ définie par Eq. (6) et de l’énergie
u IC définie par Eq. (9), l’hypothèse d’équivalence en énergie, qui s’écrit alors :
u
(
r 1,2, ..., r 1,13,N1,2 : N1,3, ...,N1,12 : N1,13
)
= uLJ
(
r 1,2, ..., r 1,13
)
+ u IC
(
N1,2 : N1,3, ...,N1,12 : N1,13
)
≈ VΩ0
(
1
2
K
(
Tr
(
Ĉ 1
))2
+ µ dev
(
Ĉ 1
)
: dev
(
Ĉ 1
)
+ ρ0ϒ0
)
(10)
peut-elle être vérifiée quels que soient les tenseurs de conformation élémentaire sthéni-
quement admissibles des 12 liaisons de l’atome 1, c’est-à-dire vérifiant Eq. (7),
sachant que A0 > 0, B0, K > 0 et µ > 0 sont des constantes caractéristiques du cristal
hexagonal compact considéré ?
———-
3 Hypothèses sur l’état de conformation initiale et définition des "pe-
tites" variations de conformation
Dans le souci de simplifier les calculs qui seront faits dans la suite de cette étude, mais
sans pour autant nuire à la généralité de leurs résultats 7 , on supposera que :
—–
Hypothèse 1 : à l’instant initial t0, chacune des 12 liaisons de l’atome 1 avec ses 12
premiers voisins a une longueur rr, ce qui équivaut à :
r1, j+1(t0) =ˆ r
1, j+1
0 = 1 ∀ j ∈ {1, 2, ...., 12} (11)
où le symbole =ˆ signifie "égal par définition".
7. Peut-être suis-je un peu trop catégorique en écrivant cela. Pour être tout à fait clair, je pressens que lesdits résultats sont
indépendants des conditions initiales, mais je n’en ai pas établi la preuve formelle.
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—–
De cette hypothèse, on déduit aussitôt que, à l’instant initial, tous les tenseurs de confor-
mation élémentaire sont nuls, en conséquence de quoi, d’après Eq. (4) :
Ĉ 10 = 0
D’après l’hypothèse d’équivalence en énergie telle qu’elle est formulée dans la question
1, cf. Eq. (8), on déduit aussi de l’hypothèse 1 un résultat portant sur la constante a priori
indéterminée qui apparaît dans l’expression de la densité massique d’énergie de confor-
mation, soit :
−12A0 ≈ ρ0VΩ0ϒ0 ⇔ ρ0ϒ0 ≈ −
12A0
VΩ0
(12)
On peut aussi noter que les conditions initiales fixées par l’hypothèse 1 correspondent
bien à un ensemble de liaisons interatomiques sthéniquement admissibles puisque la
condition Eq. (7) est trivialement vérifiée.
Si l’on retient maintenant l’hypothèse d’équivalence en énergie telle qu’elle est formulée
dans la question 2, cf. Eq. (10), où uLJ est définie par Eq. (6), et u IC, par Eq. (9), l’hy-
pothèse 1 ne suffit pas à définir l’état de conformation initiale : il faut lui ajouter des
conditions initiales sur les invariants croisés du type N1,m : N1,n = cos2(ωm,n). On sup-
posera donc que :
—–
Hypothèse 2 : à l’instant initial t0, dans le cas où le réseau cristallin est hexagonal com-
pact, chacune des 12 liaisons de l’atome 1 forme le même angle avec ses premières voi-
sines, lequel vaut ωr = pi/3, ce qui s’écrit :
N1,20 : N
1,3
0 =N
1,2
0 : N
1,7
0 =N
1,2
0 : N
1,10
0 =N
1,2
0 : N
1,13
0
= N1,30 : N
1,4
0 =N
1,3
0 : N
1,8
0 =N
1,3
0 : N
1,11
0 =N
1,4
0 : N
1,5
0
= N1,40 : N
1,8
0 =N
1,4
0 : N
1,11
0 =N
1,5
0 : N
1,6
0 =N
1,5
0 : N
1,9
0
= N1,50 : N
1,12
0 =N
1,6
0 : N
1,7
0 =N
1,6
0 : N
1,9
0 =N
1,6
0 : N
1,12
0
= N1,70 : N
1,10
0 =N
1,7
0 : N
1,13
0 =N
1,8
0 : N
1,9
0 =N
1,8
0 : N
1,10
0
= N1,90 : N
1,10
0 =N
1,11
0 : N
1,12
0 =N
1,11
0 : N
1,13
0 =N
1,12
0 : N
1,13
0
= cos2(ωr) = 14
(13)
—–
Cette seconde hypothèse fait que, à l’instant initial t0, uLJ vaut 6B0. On en déduit aussitôt,
d’après l’hypothèse d’équivalence en énergie telle qu’elle est formulée dans la question
2, cf. Eq. (10), une relation entre les constantes A0, B0 et ϒ0, soit :
−12A0 + 6B0 ≈ ρ0VΩ0ϒ0 ⇔ ρ0ϒ0 ≈
−12A0 + 6B0
VΩ0
(14)
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Par ailleurs, il a été indiqué dans le Paragraphe 1 que la présente étude est limitée aux "pe-
tites" variations de conformation (ce qui est cohérent avec son titre, où il est explicitement
indiqué que l’élasticité est supposée linéaire). Une liaison interatomique (1, j+1) étant
cinématiquement caractérisée à tout instant t par son tenseur de conformation élémentaire
C1, j+1t = ln(r
1, j+1
t )N
1, j+1
t , une première condition à ce que les variations de conforma-
tion restent "petites" peut facilement être établie, soit, compte tenu de l’hypothèse 1 faite
précédemment, cf. Eq. (11), sur la longueur initiale des 12 liaisons interatomiques :
—–
"Petites" variations de conformation – condition 1 :
∀ t > t0, ∀ j ∈ {1, 2, ..., 12} , r1, j+1t = 1 + δr1, j+1t avec
∣∣∣δr1, j+1t ∣∣∣  1 (15)
—–
On en déduit aussitôt l’approximation suivante :
∀ t > t0, ∀ j ∈ {1, 2, ..., 12} , C1, j+1t ≈ δr1, j+1t N1, j+1t avec
∣∣∣δr1, j+1t ∣∣∣  1
Il semble ensuite nécessaire, pour complètement définir les "petites" variations de confor-
mation, de comparer N1, j+1t à N
1, j+1
0 . Bien que ces deux tenseurs soient de norme unitaire
(puisque ce sont des tenseurs de direction), il est tout de même possible de comparer leur
produit scalaire à 1 (puisque, pour t = t0, N
1, j+1
t : N
1, j+1
t = 1). Cette comparaison n’est
cependant pas cinématiquement pertinente puisque, contrairement aux tenseurs N1, j+10 et
N1, j+1t , leur produit scalaire n’est pas objectif, c’est-à-dire que sa valeur dépend de l’ob-
servateur 8 . À l’inverse, les 24 produits scalaires qui permettent de caractériser l’orien-
tation relative de chacune des 12 liaisons interatomiques par rapport à ses premières voi-
sines sont bien objectifs. Comme les valeurs initiales de ces produits scalaires ont été
fixées par l’hypothèse 2, cf. Eq. (13), la seconde condition que les tenseurs de conforma-
tion élémentaire doivent vérifiés pour que les variations de conformation puissent bien
être qualifiées de "petites" s’énonce alors :
—–
"Petites" variations de conformation – condition 2 :
∀ t > t0, ∀(m,n) ∈ {(2,3), (2,7), (2,10), (2,13), (3,4), (3,8),
(3,11), (4,5), (4,8),(4,11), (5,6), (5,9),
(5,12), (6,7), (6,9), (6,12), (7,10), (7,13),
(8,9), (8,10), (9,10), (11,12), (11,13), (12,13)} ,
N1,mt : N
1,n
t = cos2(ωr + δω
m,n
t ) avec
∣∣δωm,nt ∣∣  1
(16)
8. Soit (A, {ei 1}, t) et (A, {e j 2}, t) deux observateurs, 1 et 2, en rotation l’un par rapport à l’autre, c’est-à-dire tels que, à tout
instant, e j 2 = qti jei
1, où qti j est une rotation dépendant du temps t. Soit N un tenseur de direction fonction du temps. On note N
1
t
ce tenseur de direction tel qu’il est "vu", à l’instant t, par l’observateur 1, et N2t ce même tenseur tel qu’il est "vu", à l’instant t, par
l’observateur 2. Puisque un tenseur de direction est objectif, on a, à tout instant, N1t = qt .N
2
t .q
T
t . En particulier, à l’instant initial, on
a N10 = q0 .N
2
0.q
T
0 . La rotation caractéristique du changement d’observateur, [qt ], étant dépendante du temps, les tenseurs de rotation
q0 et qt ne sont généralement pas égaux. On en déduit aussitôt que, généralement, N10:N
1
t 6= N20:N2t : quand bien même les tenseurs
auxquels il est appliqué sont objectifs, ce produit scalaire n’est donc pas objectif.
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—–
D’un point de vue physique, il serait assez pertinent de considérer que les conditions 1,
cf. Eq. (15), et 2, cf. Eq. (16), sont équivalentes. Il semble en effet assez peu réaliste d’en-
visager que de "petites" variations de longueur des 12 liaisons de l’atome 1 puissent s’ac-
compagner de "grandes" variations d’angle entre des liaisons voisines – et, inversement,
que de "petites" variations d’angle entre des liaisons voisines puissent s’accompagner de
"grandes" variations de leur longueur. Du strict point de vue cinématique adopté dans la
suite de cette étude, en revanche, il n’est pas possible d’interdire a priori les situations où
seulement l’une des conditions, 1 ou 2, est vérifiée, sauf à définir la notion de "petites"
variations de conformation comme cela a été fait dans ce paragraphe, c’est-à-dire comme
des variations vérifiant en même temps les conditions 1 et 2.
4 Deux ensembles particuliers de tenseurs de conformation élémen-
taire et réponse à la question 1
Pour répondre aux deux questions posées dans le Paragraphe 2, il faut maintenant définir :
– un (au moins) ensemble de 12 tenseurs de conformation élémentaire sthéniquement
admissibles, c’est-à-dire vérifiant Eq. (7), compatibles avec les conditions de "petites"
variations de conformation définies par Eq. (15) et Eq. (16), et correspondant à un ten-
seur de conformation moyenne des liaisons de l’atome 1, tel qu’il est défini par Eq. (4),
sphérique (dev(Ĉ 1) = 0),
– un (au moins) ensemble de 12 tenseurs de conformation élémentaire sthéniquement
admissibles, c’est-à-dire vérifiant Eq. (7), compatibles avec les conditions de "petites"
variations de conformation définies par Eq. (15) et Eq. (16), et correspondant à un ten-
seur de conformation moyenne des liaisons de l’atome 1, tel qu’il est défini par Eq. (4),
déviatorique (Tr(Ĉ 1) = 0).
Dans le souci d’alléger les notations, l’indice t, qui a précédemment permis de préciser
l’instant auquel un état de conformation était considéré, comme dans Eq. (16), sera dé-
sormais omis pour tous les instants ultérieurs à l’instant initial t0. En revanche, l’indice 0
sera bien conservé pour clairement identifier l’état initial, comme dans Eq. (13).
4.1 Ensemble de tenseurs de conformation élémentaire correspondant à Ĉ 1 sphé-
rique
Dans la suite de ce paragraphe et dans les suivants, tous les calculs vectoriels et tensoriels
seront faits dans la base orthonormée directe (e1, e2, e3) définie sur la Figure 1. Dans
13
cette base, les 12 vecteurs de direction initiale des liaisons de l’atome 1 s’écrivent :
±n1,20 = e1 ; ±n1,30 = 12 e1 +
√
3
2 e2 ;
±n1,40 = − 12 e1 +
√
3
2 e2 ;
±n1,50 = −e1 ; ±n1,60 = − 12 e1 −
√
3
2 e2 ;
±n1,70 = 12 e1 −
√
3
2 e2 ;
±n1,80 = 1√3 e2 +
√
2
3 e3 ; ±n1,90 = − 12 e1 − 12√3 e2 +
√
2
3 e3 ;
±n1,100 = 12 e1 − 12√3 e2 +
√
2
3 e3 ;
±n1,110 = 1√3 e2 −
√
2
3 e3 ; ±n1,120 = − 12 e1 − 12√3 e2 −
√
2
3 e3 ;
±n1,130 = 12 e1 − 12√3 e2 −
√
2
3 e3 ;
(17)
De Eq. (17), on déduit aussitôt les composantes de chacun des 12 tenseurs de direction
initiale puisque N1,n0 = (±n1,n0 ) ⊗ (±n1,n0 ). On peut aussi noter que :
12
∑
j=1
±n1, j+10 = 0 (18)
Un ensemble de tenseurs de conformation élémentaire correspondant à Ĉ 1 sphérique peut
alors facilement être construit si l’on suppose tout d’abord que :
N1,2 : N1,3 =N1,2 : N1,7 =N1,2 : N1,10 =N1,2 : N1,13
= N1,3 : N1,4 =N1,3 : N1,8 =N1,3 : N1,11 =N1,4 : N1,5
= N1,4 : N1,8 =N1,4 : N1,11 =N1,5 : N1,6 =N1,5 : N1,9
= N1,5 : N1,12 =N1,6 : N1,7 =N1,6 : N1,9 =N1,6 : N1,12
= N1,7 : N1,10 =N1,7 : N1,13 =N1,8 : N1,9 =N1,8 : N1,10
= N1,9 : N1,10 =N1,11 : N1,12 =N1,11 : N1,13 =N1,12 : N1,130
= cos2(ωr) = 14
c’est-à-dire que l’angle entre deux liaisons interatomiques voisines ne varie pas – en
conséquence de quoi la seconde condition nécessaire à la validité de l’hypothèse des "pe-
tites" variations de conformation, cf. Eq. (16), est évidemment satisfaite puisque δωm,n =
0 pour les 24 couples (m, n) de liaisons interatomiques voisines. Si l’on suppose ensuite
que les 12 liaisons interatomiques subissent la même variation de longueur δr, soit :
∀ j ∈ {1, 2, ..., 12} , C1, j+1 = ln(1 + δr)N1, j+10 avec δr > 0 par hypothèse, (19)
celles-ci sont bien sthéniquement admissibles puisque, selon Eq. (7), la somme des forces
agissant sur l’atome 1 sécrit :(
− (1 + δr)−13 + (1 + δr)−7
) 12
∑
j=1
n1, j+10
qui est bien nulle quel que soit δr d’après Eq. (18). Pour que la première condition né-
cessaire à la validité de l’hypothèse des "petites" variations de conformation, cf. Eq. (15),
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soit bien satisfaite, il faut enfin supposer que δr  1 pour obtenir, à partir de sa définition
Eq. (4), le tenseur de conformation moyenne suivant :
[
Ĉ
1]
= ln(1 + δr)
 1 0 00 1 0
0 0 1
 ≈ δr
 1 0 00 1 0
0 0 1
 (20)
Ce tenseur est bien sphérique. Sa trace vaut Tr(Ĉ 1) = Ĉ 1:G = 3 ln(1 + δr) ≈ 3δr.
Il est à noter que la solution du problème continu de la dilatation d’une sphère, soit en
l’occurrence, dans le système de coordonnées sphériques (r, θ, φ) centré sur l’atome 1 :
U (r) = rδrer
correspond à un tenseur des "petites" déformations ε égal à l’expression approchée de Ĉ1
donnée par Eq. (20) :
[ε ] = δr
 1 0 00 1 0
0 0 1
 = [Ĉ 1]
Cette égalité entre la valeur approchée du tenseur des "petites" variations de conforma-
tion et le tenseur des "petites" déformations est en accord avec un résultat établi dans
[Désoyer 2017], mais dans le seul cas de la traction simple, qui tend à montrer que, dans
le cas des "petites" variations de conformation, Ĉ 1 et ε doivent être égaux.
4.2 Ensemble de tenseurs de conformation élémentaire correspondant à Ĉ 1 dévia-
torique
Pour définir un tel ensemble, le plus simple est de partir de la solution du problème
continu de la distorsion pure – d’un cube d’arête initiale r0 = 2rr, et dans le plan (e1, e2),
en l’occurrence – tel qu’il est classiquement traité en élasticité de Hooke. Si l’on suppose
que le déplacement du centre du cube (qui coïncide avec la position de l’atome 1 dans
le cas discret) est nul, la solution de ce problème dans la base (e1, e2, e3) définie sur la
Figure 1 est le champ de déplacement suivant :
U (x0) = δr x01 e1 − δr x02 e2 avec 1 δr > 0 par hypothèse (21)
où x0 désigne le vecteur position initiale d’un quelconque point du cube. De Eq. (21),
on déduit aussitôt que le vecteur position actuelle x d’un quelconque point appartenant
initialement au cube est donné par :
x = (1 + δr)x01 e1 + (1 − δr)x02 e2 + x03 e3
En particulier, le vecteur position actuelle de chacun des 12 premiers voisins de l’atome
1 s’écrit :
x1, j+1 = (1 + δr)x1, j+101 e1 + (1 − δr)x
1, j+1
02 e2 + x
1, j+1
03 e3 (22)
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Par ailleurs, dans le système de coordonnées sphériques (r, θ, φ) centré sur l’atome 1, ce
même vecteur position s’écrit :
x1, j+1 = r1, j+1n1, j+1
= r1, j+1
(
cos(θ1, j+1)cos(φ1, j+1)e1+ sin(θ1, j+1)cos(φ1, j+1)e2
)
+r1, j+1 sin(φ1, j+1)e3
(23)
Compte tenu des conditions initiales, cf. Eq. (11), pour chaque liaison interatomique
(1, j+ 1), on déduit de Eq. (22) et Eq. (23), après linéarisation – légitime puisque, par
hypothèse, δr 1 :
– pour la longueur adimensionnelle r1, j+1=ˆr1, j+1/rr > 0 :
r1, j+1 ≈ 1 + δr cos2(φ1, j+10 )cos(2θ1, j+10 )
d’où, en posant r1, j+1 = r1, j+10 +δr
1, j+1 :
δr1, j+1 ≈ δr cos2(φ1, j+10 )cos(2θ1, j+10 ) (24)
– pour l’azimut θ1, j+1 ∈ [0, 2pi] :
tan(θ1, j+1) ≈ (1−2δr) tan(θ1, j+10 )
d’où, en posant θ1, j+1 = θ1, j+10 +δθ
1, j+1 :
δθ1, j+1 ≈ −δr sin(2θ1, j+10 ) (25)
– pour la latitude φ1, j+1 ∈ [−pi/2, pi/2] :
r1, j+1 sin(φ1, j+1) = sin(φ1, j+10 )
d’où, en posant φ1, j+1 = φ1, j+10 +δφ
1, j+1 :
δφ1, j+1 ≈ −1
2
δr cos(2θ1, j+10 )sin(2φ
1, j+1
0 ) (26)
– pour le vecteur direction n1, j+1, en posant n1, j+1 = n1, j+10 + δn
1, j+1, et compte tenu
de Eq. (25) et Eq. (26) :
δn1, j+1 ≈ δr
(
1
2 cos(θ
1, j+1
0 )sin(φ
1, j+1
0 )cos(2θ
1, j+1
0 )sin(2φ
1, j+1
0 )
+ sin(θ1, j+10 )cos(φ
1, j+1
0 )sin(2θ
1, j+1
0 )
)
e1
+ δr
(
1
2 sin(θ
1, j+1
0 )sin(φ
1, j+1
0 )cos(2θ
1, j+1
0 )sin(2φ
1, j+1
0 )
− sin(θ1, j+10 )cos(φ1, j+10 )sin(2θ1, j+10 )
)
e2
+ δr
(
−12 cos(φ1, j+10 )cos(2θ1, j+10 )sin(2φ1, j+10 )
)
e3
(27)
D’après Eq. (24), on a, pour les douze liaisons interatomiques,
∣∣δr1, j+1∣∣≤ δr : puisque,
par hypothèse, δr 1, la première condition nécessaire à la validité de l’hypothèse des
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"petites" variations de conformation, cf. Eq. (15), est bien vérifiée. Par ailleurs, les 24 pro-
duits scalaires caractéristiques de l’orientation relative des liaisons interatomiques avec
leurs premières voisines s’écrivent :
N1,m : N1,n =
(
(±n1,m)⊗ (±n1,m)) : ((±n1,n)⊗ (±n1,n))
= N1,m0 : N
1,n
0 + N
1,m
0 : δN
1,n + δN1,m : N1,n0 + δN
1,m : δN1,n
soit encore, d’après la condition initiale Eq. (13) :
N1,m : N1,n =
1
4
+ N1,m0 : δN
1,n + δN1,m : N1,n0 + δN
1,m : δN1,n (28)
Puisque les tenseurs de direction N1,m0 et N
1,n
0 sont de norme unitaire, on déduit de
Eq. (27) que : ∣∣∣N1,m0 : δN1,n∣∣∣ ≤ (δr )2 et ∣∣∣δN1,m : N1,n0 ∣∣∣ ≤ (δr )2
d’où, pour tous les couples de liaisons interatomiques voisines, chacun formant un angle
pi/3 + δωm,n, et sachant que, par hypothèse, δr 1 :
|δωm,n|  1
La seconde condition nécessaire à la validité de l’hypothèse des "petites" variations de
conformation, cf. Eq. (16), est ainsi bien vérifiée elle aussi. En conséquence des diverses
approximations précédentes, celle du tenseur de conformation élémentaire de chaque liai-
son interatomique s’écrit C1, j+1 ≈ δr1, j+1N1, j+10 .
Les expressions des "petites" variations de longueur adimensionnelle et des tenseurs de
conformation élémentaire actuels des 12 liaisons interatomiques sont données en An-
nexe 1. Elles permettent de vérifier que la condition d’admissibilité sthénique, cf. Eq. (7),
est elle aussi bien satisfaite. On en déduit également, d’après Eq. (4) :
cmax =ˆ max
j=1,2...,12
∣∣δr1, j+1∣∣ ≈ δr
[
C 1
]
=ˆ
1
12
12
∑
j=1
[
C1, j+1
] ≈ 5
36
δr
 1 0 00 −1 0
0 0 0

et finalement, la plus grande valeur propre de
[
C 1
]
valant C 1max ≈ (5/36)δr :
[
Ĉ
1]
=ˆ
cmax
C 1max
[
C 1
]
≈ δr
 1 0 00 −1 0
0 0 0
 (29)
Ce tenseur de "petites" variations de conformation moyenne est bien déviatorique. Sa
norme vaut
√
2δr. Il est égal au tenseur des "petites" déformations, ε, dont les com-
posantes se déduisent immédiatement de Eq. (21). Comme dans le cas sphérique, cf.
Paragraphe 4.1, cette égalité entre Ĉ 1 et ε est en accord avec un résultat établi dans
[Désoyer 2017].
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4.3 Réponse à la question 1
– On s’intéresse tout d’abord à l’ensemble de tenseurs de conformation élémentaire
défini dans le Paragraphe 4.1, correspondant au tenseur de conformation moyenne
sphérique défini par Eq. (20), dans sa version linéarisée. En accord avec la condi-
tion Eq. (12) sur la constante ϒ0 apparaissant dans l’expression de la densité massique
d’énergie de conformation, et compte tenu de Eq. (19), l’hypothèse d’équivalence en
énergie, cf. Eq. (8), s’écrit :
12A0
(
(1 + δr)−12 − 2(1 + δr)−6
)
≈ 9
2
VΩ0 K (δr)
2 − 12A0
ou encore, puisqu’on a supposé que les 12 liaisons interatomiques subissent la même
"petite" variation de longueur, soit δr  1, ce qui autorise une approximation sur le
terme de gauche de l’équation précédente :
432A0 (δr)2 ≈ 92 VΩ0 K (δr)
2
Cette dernière quasi-égalité doit évidemment être vraie quel que soit δr, d’où, néces-
sairement :
K ≈ 96 A0
VΩ0
(30)
– On s’intéresse ensuite à l’ensemble de tenseurs de conformation élémentaire défini
dans le Paragraphe 4.2, correspondant au tenseur de conformation moyenne déviato-
rique défini par Eq. (29). La constante ϒ0 apparaissant dans l’expression de la densité
massique d’énergie de conformation reste inchangée par rapport au cas précédent, et
l’hypothèse d’équivalence en énergie, cf. Eq. (8), s’écrit :
A0
12
∑
j=1
(
(r 1, j+1)−12 − 2(r 1, j+1)−6
)
≈ 2VΩ0 µ (δr)2 − 12A0
soit encore, d’après les résultats donnés en Annexe 1 :
120A0 (δr)2 ≈ 2VΩ0 µ (δr)2
Cette dernière quasi-égalité doit évidemment être vraie quel que soit δr, d’où, néces-
sairement :
µ ≈ 60 A0
VΩ0
(31)
D’après Eq. (30) et Eq. (31), le module de compressibilité et le module de cisaillement
seraient dans un même rapport dans tous les cristaux hexagonaux compacts, soit :
K
µ
≈ 1,6
18
Ce résultat est clairement faux. Le module de compressibilité du titane α vaut K ≈
112GPa, son module de cisaillement, µ ≈ 43GPa, d’où 9 K/µ ≈ 2,6. Mais précisément
parce qu’il est faux, il permet de donner une réponse définitive à la question 1, soit :
———-
Réponse à la question 1 : pour le système cristallin hexagonal compact, le tenseur de
conformation moyenne de l’atome 1 étant défini par Eq. (4), si l’on suppose que le poten-
tiel d’interaction élémentaire est celui de Lennard-Jones et que les 12 liaisons interato-
miques sont deux à deux indépendantes, l’hypothèse d’équivalence en énergie, qui s’écrit
alors :
A0
12
∑
j=1
(
(r 1, j+1)−12 − 2(r 1, j+1)−6
)
≈
VΩ0
(
1
2
K
(
Tr
(
Ĉ 1
))2
+ µ dev
(
Ĉ 1
)
: dev
(
Ĉ 1
)
+ ρ0ϒ0
)
ne peut pas être vérifiée quels que soient les tenseurs de conformation élémentaire sthé-
niquement admissibles des 12 liaisons de l’atome 1, c’est-à-dire vérifiant Eq. (7).
———-
Comme indiqué dans le Paragraphe 2, ce résultat est bien connu des physiciens, cf. par ex.
[Fivel et Forest 2004], qui le corrigent cependant d’une façon assez peu satisfaisante 10 .
Une autre correction est proposée dans cette étude, cf. Paragraphe 2 et plus particulière-
ment Eq. (9) et Eq. (10), qui doit maintenant être testée.
5 Élément de réponse à la question 2
Dans le cas où l’énergie u des 12 liaisons interatomiques est la somme de l’énergie uLJ
définie par Eq. (6) et de l’énergie u IC définie par Eq. (9) :
– l’ensemble de tenseurs de conformation élémentaire défini au Paragraphe 4.1 et corres-
pondant au tenseur de conformation moyenne sphérique défini par Eq. (20) associé à la
valeur initiale de l’énergie libre massique ϒ0 – laquelle est définie par Eq. (14) dans le
cas où l’énergie des liaisons interatomiques est définie par Eq. (10) – mène au même
résultat que celui établi au Paragraphe 4.3 pour le module de compressibilité K, soit :
K ≈ 96 A0
VΩ0
(32)
– en revanche, à partir de l’ensemble de tenseurs de conformation élémentaire défini
au Paragraphe 4.2 et correspondant au tenseur de conformation moyenne déviatorique
défini par Eq. (29), on obtient pour le module de cisaillement µ, à partir des résultats
présentés dans l’Annexe 2 :
−12A0+ 6B0 + (δr)2
(
120A0+
22
3
B0
)
≈ 2VΩ0 µ (δr)2 − 12A0+ 6B0
9. Ce n’est pas mieux pour le zirconium : K ≈ 71GPa, µ ≈ 25GPa d’où K/µ ≈ 2,84.
10. Lesdits physiciens ne seraient certainement pas d’accord avec ce que j’affirme ici. Tant pis, j’assume.
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Cette dernière quasi-égalité doit évidemment être vraie quel que soit δr, d’où, néces-
sairement :
µ ≈ 1
VΩ0
(
60A0+
11
3
B0
)
(33)
Pour tous les corps purs simples solides à structure hexagonale compacte, les valeurs de
K, µ et A0 sont connues. En revanche, celle de B0 ne l’est pas, puisque les tenseurs de
conformation élémentaire et leurs invariants croisés ne sont jamais 11 pris en compte. On
peut ici la déduire immédiatement de Eq. (32) et Eq. (33) :
B0 ≈ 311 VΩ0
(
µ − 5
8
K
)
On peut noter que, puisque VΩ0 , volume initial du domaine Ω occupé par l’atome 1 et
ses premiers voisins, est nécessairement positif 12 , la constante B0 est négative pour le ti-
tane α (B0/VΩ0 ≈−7,3GJ.m−3≈−45,6eV.nm−3) comme pour le zirconium (B0/VΩ0 ≈
−5,3GJ.m−3 ≈ −33,1eV.nm−3). Mais surtout, à partir de ce résultat, il est maintenant
possible de donner un début de réponse à la question 2, soit :
———-
Élément de réponse à la question 2 : pour le système cristallin hexagonal compact, le
tenseur de conformation moyenne de l’atome 1 étant défini par Eq. (4), si l’on suppose
que l’énergie u des 12 liaisons interatomiques est la somme de l’énergie uLJ définie par
Eq. (6) et de l’énergie u IC définie par Eq. (9), l’hypothèse d’équivalence en énergie, qui
s’écrit alors :
u = uLJ + u IC ≈ VΩ0
(
1
2
K
(
Tr
(
Ĉ 1
))2
+ µ dev
(
Ĉ 1
)
: dev
(
Ĉ 1
)
+ ρ0ϒ0
)
est vérifiée par les tenseurs de conformation élémentaire sthéniquement admissibles des
12 liaisons de l’atome 1 définis aux Paragraphes 4.1 (tenseur de conformation moyenne
sphérique) et 4.2 (tenseur de conformation moyenne déviatorique).
———-
6 Conclusion
Le résultat établi au Paragraphe 5 tend à indiquer qu’avec les seuls tenseur de confor-
mation élémentaire d’un atome donné et le tenseur de conformation moyenne qui en
découle, soit des grandeurs locales et objectives, il est bien possible de mettre en relation,
d’un point de vue énergétique, les descriptions discrète et continue du motif élémentaire
d’un cristal hexagonal compact. Il ne sera cependant vraiment concluant que s’il peut être
étendu à tous les ensembles de conformations élémentaires sthéniquement admissibles,
et notamment à ceux correspondant à un tenseur de conformation moyenne qui ne soit ni
11. À ma connaissance, en tout cas.
12. VΩ0 , rappelons-le, est le volume initial du cuboctaèdre dont les sommets sont définis par les 12 premiers voisins de l’atome 1.
Puisque l’on a supposé que, initialement, les 12 liaisons interatomiques sont de longueur rr , cf. Eq. (11), VΩ0 vaut donc (5/3)
√
2r3r .
Comme dans les matériaux métalliques, rr est de l’ordre du dixième de nanomètre, on a donc VΩ0 ≈ 2,36.10−3nm3.
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sphérique, ni déviatorique – lequel pourra toutefois toujours être décomposé, et de façon
unique, en une partie sphérique et une partie déviatorique, qui pourront être traitées sépa-
rément, comme cela a été fait dans cette étude. De plus, il ne sera réellement intéressant
pour les physiciens et les mécaniciens du solide que s’il est transposable aux autres sy-
tèmes cristallins.
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Annexe 1 : expression des longueurs adimensionnelles, des tenseurs
de direction et des tenseurs de conformation actuelle des 12 liaisons
interatomiques dans le cas déviatorique
N.B. : l’angle φ utilisé ici peut être appelé latitude puisqu’il est celui du système de coor-
données sphériques dans sa version dite "géographique" : φ ∈ [− pi2 , pi2].
Pour chaque liaison interatomique (1, j+1), on a établi au Paragraphe 4.2, après linéari-
sation en δr1, j+1, que :
– le tenseur de conformation élémentaire linéarisé s’écrit :
C1, j+1 ≈ δr1, j+1N1, j+10
– où la "petite" variation de longueur adimensionnelle δr1, j+1 a pour expression appro-
chée :
δr1, j+1 ≈ δr cos2(φ1, j+10 )cos(2θ1, j+10 )
– et où les composantes du tenseur de direction initiale N1, j+10 dans la base (e1, e2, e3)
définie sur la Figure 1 sont :
N1, j+1011 = cos
2(θ1, j+10 )cos
2(φ1, j+10 )
N1, j+1012 =
1
2 cos
2(φ1, j+10 )sin(2θ
1, j+1
0 ) = N
1, j+1
021
N1, j+1013 =
1
2 cos(θ
1, j+1
0 )sin(2φ
1, j+1
0 ) = N
1, j+1
031
N1, j+1022 = sin
2(θ1, j+10 )cos
2(φ1, j+10 )
N1, j+1023 =
1
2 sin(θ
1, j+1
0 )sin(2φ
1, j+1
0 ) = N
1, j+1
032
N1, j+1033 = sin
2(φ1, j+10 )
On en déduit les 12 tenseurs de conformation élémentaire suivants :
– liaison (1, 2) :
θ1,20 = 0
(
cos(θ1,20 ) = 1 ; sin(θ
1,2
0 ) = 0 ; cos(2θ
1,2
0 ) = 1 ; sin(2θ
1,2
0 ) = 0
)
φ1,20 = 0
(
cos(φ1,20 ) = 1 ; sin(φ
1,2
0 ) = 0 ; sin(2φ
1,2
0 ) = 0
)
d’où δr1,2 ≈ δr et, finalement :
[
C1,2
] ≈ δr
 1 0 00 0
sym. 0

– liaison (1, 3) :
θ1,30 =
pi
3
(
cos(θ1,30 ) =
1
2 ; sin(θ
1,3
0 ) =
√
3
2 ; cos(2θ
1,3
0 ) = −12 ; sin(2θ1,30 ) =
√
3
2
)
φ1,30 = 0
(
cos(φ1,30 ) = 1 ; sin(φ
1,3
0 ) = 0 ; sin(2φ
1,3
0 ) = 0
)
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d’où δr1,3 ≈ −12δr et, finalement :
[
C1,3
] ≈ − 1
8
δr
 1 √3 03 0
sym. 0

– liaison (1, 4) :
θ1,40 =
2pi
3
(
cos(θ1,40 ) = −12 ; sin(θ1,40 ) =
√
3
2 ; cos(2θ
1,4
0 ) = −12 ; sin(2θ1,40 ) = −
√
3
2
)
φ1,40 = 0
(
cos(φ1,40 ) = 1 ; sin(φ
1,4
0 ) = 0 ; sin(2φ
1,4
0 ) = 0
)
d’où δr1,4 ≈ −12δr et, finalement :
[
C1,4
] ≈ − 1
8
δr
 1 −√3 03 0
sym. 0

– liaison (1, 5) :
θ1,50 = pi
(
cos(θ1,50 ) = −1 ; sin(θ1,50 ) = 0 ; cos(2θ1,50 ) = 1 ; sin(2θ1,50 ) = 0
)
φ1,50 = 0
(
cos(φ1,50 ) = 1 ; sin(φ
1,5
0 ) = 0 ; sin(2φ
1,5
0 ) = 0
)
d’où δr1,5 ≈ δr et, finalement :
[C1,5] =
[
C1,2
] ≈ δr
 1 0 00 0
sym. 0

– liaison (1, 6) :
θ1,60 =
4pi
3
(
cos(θ1,60 ) = −12 ; sin(θ1,60 ) = −
√
3
2 ; cos(2θ
1,6
0 ) = −12 ; sin(2θ1,60 ) =
√
3
2
)
φ1,60 = 0
(
cos(φ1,60 ) = 1 ; sin(φ
1,6
0 ) = 0 ; sin(2φ
1,6
0 ) = 0
)
d’où δr1,6 ≈ −12 δr et, finalement :
[C1,6] = [C1,3] ≈ − 1
8
δr
 1 √3 03 0
sym. 0

– liaison (1, 7) :
θ1,70 =
5pi
3
(
cos(θ1,70 ) =
1
2 ; sin(θ
1,7
0 ) = −
√
3
2 ; cos(2θ
1,7
0 ) = −12 ; sin(2θ1,70 ) = −
√
3
2
)
φ1,70 = 0
(
cos(φ1,70 ) = 1 ; sin(φ
1,7
0 ) = 0 ; sin(2φ
1,7
0 ) = 0
)
d’où δr1,7 ≈ −12 δr et, finalement :
[C1,7] = [C1,4] ≈ − 1
8
δr
 1 −√3 03 0
sym. 0

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– liaison (1, 8) :
θ1,80 =
pi
2
(
cos(θ1,80 ) = 0 ; sin(θ
1,8
0 ) = 1 ; cos(2θ
1,8
0 ) = −1 ; sin(2θ1,80 ) = 0
)
φ1,80 ≈ 0,955
(
cos(φ1,80 ) =
1√
3
; sin(φ1,80 ) =
√
2
3 ; sin(2φ
1,8
0 ) =
2
3
√
2
)
d’où δr1,8 ≈ −13 δr et, finalement :
[C1,8] ≈ − 1
9
δr
 0 0 01 √2
sym. 2

– liaison (1, 9) :
θ1,90 =
7pi
6
(
cos(θ1,90 ) = −
√
3
2 ; sin(θ
1,9
0 ) = −12 ; cos(2θ1,90 ) = 12 ; sin(2θ1,90 ) =
√
3
2
)
φ1,90 ≈ 0,955
(
cos(φ1,90 ) =
1√
3
; sin(φ1,90 ) =
√
2
3 ; sin(2φ
1,9
0 ) =
2
3
√
2
)
d’où δr1,9 ≈ 16 δr et, finalement :
[C1,9] ≈ 1
6
δr
 14
√
3
12 −
√
6
6
1
12 −
√
2
6
sym. 23

– liaison (1, 10) :
θ1,100 =
11pi
6
(
cos(θ1,100 ) =
√
3
2 ; sin(θ
1,10
0 ) = −12 ; cos(2θ1,100 ) = 12 ; sin(2θ1,100 ) = −
√
3
2
)
φ1,100 ≈ 0,955
(
cos(φ1,100 ) =
1√
3
; sin(φ1,100 ) =
√
2
3 ; sin(2φ
1,10
0 ) =
2
3
√
2
)
d’où δr1,10 ≈ 16 δr et, finalement :
[C1,10] ≈ 1
6
δr
 14 −
√
3
12
√
6
6
1
12 −
√
2
6
sym. 23

– liaison (1, 11) :
θ1,110 =
pi
2
(
cos(θ1,110 ) = 0 ; sin(θ
1,11
0 ) = 1 ; cos(2θ
1,11
0 ) = −1 ; sin(2θ1,110 ) = 0
)
φ1,110 ≈ −0,955
(
cos(φ1,110 ) =
1√
3
; sin(φ1,110 ) = −
√
2
3 ; sin(2φ
1,11
0 ) = −23
√
2
)
d’où δr1,11 ≈ −13 δr et, finalement :
[C1,11] = ≈ − 1
9
δr
 0 0 01 −√2
sym. 2

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– liaison (1, 12) :
θ1,120 =
7pi
6
(
cos(θ1,120 ) = −
√
3
2 ; sin(θ
1,12
0 ) = −12 ; cos(2θ1,120 ) = 12 ; sin(2θ1,120 ) =
√
3
2
)
φ1,120 ≈ −0,955
(
cos(φ1,120 ) =
1√
3
; sin(φ1,120 ) = −
√
2
3 ; sin(2φ
1,12
0 ) = −23
√
2
)
d’où δr1,12 ≈ 16 δr et, finalement :
[C1,12] ≈ 1
6
δr
 14
√
3
12
√
6
6
1
12
√
2
6
sym. 23

– liaison (1, 13) :
θ1,130 =
11pi
6
(
cos(θ1,130 ) =
√
3
2 ; sin(θ
1,13
0 ) = −12 ; cos(2θ1,130 ) = 12 ; sin(2θ1,130 ) = −
√
3
2
)
φ1,130 ≈ −0,955
(
cos(φ1,130 ) =
1√
3
; sin(φ1,130 ) = −
√
2
3 ; sin(2φ
1,13
0 ) = −23
√
2
)
d’où δr1,13 ≈ 16 δr et, finalement :
[C1,13] ≈ 1
6
δr
 14 −
√
3
12 −
√
6
6
1
12
√
2
6
sym. 23

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Annexe 2 : expressions approchées des 24 produits scalaires du type
N1,m : N1,n dans le cas déviatorique
De Eq. (28), on déduit que, au terme en (δr )2 près, on a :
N1,m : N1,n ≈ 1
4
+ N1,m0 : δN
1,n + N1,n0 : δN
1,m
Par définition du tenseur d’une quelconque direction initiale (1,m), N1,m0 , et par celle,
analogue, du tenseur de "petite" variation d’une quelconque direction (1,n), δN1,n, on a
également :
N1,m0 : δN
1,n =
(
(±n1,m0 ).(±δn1,n)
)2
Or, d’après Eq. (23) :
n1, j+10 = cos(θ
1, j+1
0 )cos(φ
1, j+1
0 )e1+ sin(θ
1, j+1
0 )cos(φ
1, j+1
0 )e2+ sin(φ
1, j+1
0 )e3
et d’après Eq. (27) :
δn1, j+1 ≈ δr
(
1
2 cos(θ
1, j+1
0 )sin(φ
1, j+1
0 )cos(2θ
1, j+1
0 )sin(2φ
1, j+1
0 )
+ sin(θ1, j+10 )cos(φ
1, j+1
0 )sin(2θ
1, j+1
0 )
)
e1
+ δr
(
1
2 sin(θ
1, j+1
0 )sin(φ
1, j+1
0 )cos(2θ
1, j+1
0 )sin(2φ
1, j+1
0 )
− cos(θ1, j+10 )cos(φ1, j+10 )sin(2θ1, j+10 )
)
e2
+ δr
(
−12 cos(φ1, j+10 )cos(2θ1, j+10 )sin(2φ1, j+10 )
)
e3
d’où, finalement :
n1,m0 . δn
1,n ≈ δr
(
1
2 cos(θ
1,m
0 )cos(φ
1,m
0 )cos(θ
1,n
0 )sin(φ
1,n
0 )cos(2θ
1,n
0 )sin(2φ
1,n
0 )
+ cos(θ1,m0 )cos(φ
1,m
0 )sin(θ
1,n
0 )cos(φ
1,n
0 )sin(2θ
1,n
0 )
+ 12 sin(θ
1,m
0 )cos(φ
1,m
0 )sin(θ
1,n
0 )sin(φ
1,n
0 )cos(2θ
1,n
0 )sin(2φ
1,n
0 )
− sin(θ1,m0 )cos(φ1,m0 )cos(θ1,n0 )cos(φ1,n0 )sin(2θ1,n0 )
− 12 sin(φ1,m0 )cos(φ1,n0 )cos(2θ1,n0 )sin(2φ1,n0 )
)
On en déduit les expressions approchées des 24 produits scalaires de type N1,m : N1,n
suivantes :
– expression approchée de N1,2:N1,3
θ1,20 = 0 et φ
1,2
0 = 0 ; θ
1,3
0 =
pi
3 et φ
1,3
0 = 0
d’où n1,20 . δn
1,3 ≈ 34 δr et n1,30 . δn1,2 ≈ 0
soit N1,2:N1,3 ≈ 1
4
+
9
16
(δr )2
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– expression approchée de N1,2:N1,7
θ1,20 = 0 et φ
1,2
0 = 0 ; θ
1,7
0 =
5pi
3 et φ
1,7
0 = 0
d’où n1,20 . δn
1,7 ≈ 34 δr et n1,70 . δn1,2 ≈ 0
soit N1,2:N1,7 ≈ 1
4
+
9
16
(δr )2
– expression approchée de N1,2:N1,10
θ1,20 = 0 et φ
1,2
0 = 0 ; θ
1,10
0 =
11pi
6 et φ
1,10
0 ≈ 0,955
d’où n1,20 . δn
1,10 ≈ 512 δr et n1,100 . δn1,2 ≈ 0
soit N1,2:N1,10 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
– expression approchée de N1,2:N1,13
θ1,20 = 0 et φ
1,2
0 = 0 ; θ
1,13
0 =
11pi
6 et φ
1,13
0 ≈ −0,955
d’où n1,20 . δn
1,13 ≈ 512 δr et n1,130 . δn1,2 ≈ 0
soit N1,2:N1,13 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
– expression approchée de N1,3:N1,4
θ1,30 =
pi
3 et φ
1,3
0 = 0 ; θ
1,4
0 =
2pi
3 et φ
1,4
0 = 0
d’où n1,30 . δn
1,4 ≈ −34 δr et n1,40 . δn1,3 ≈ −34 δr
soit N1,3:N1,4 ≈ 1
4
+
9
8
(δr )2
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– expression approchée de N1,3:N1,8
θ1,30 =
pi
3 et φ
1,3
0 = 0 ; θ
1,8
0 =
pi
2 et φ
1,8
0 ≈ 0,955
d’où n1,30 . δn
1,8 ≈ − 13 δr et n1,80 . δn1,3 ≈ − 14 δr
soit N1,3:N1,8 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
– expression approchée de N1,3:N1,11
θ1,30 =
pi
3 et φ
1,3
0 = 0 ; θ
1,11
0 =
pi
2 et φ
1,11
0 ≈ −0,955
d’où n1,30 . δn
1,11 ≈ − 13 δr et n1,110 . δn1,3 ≈ − 14 δr
soit N1,3:N1,11 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
– expression approchée de N1,4:N1,5
θ1,40 =
2pi
3 et φ
1,4
0 = 0 ; θ
1,5
0 = pi et φ
1,5
0 = 0
d’où n1,40 . δn
1,5 ≈ 0 et n1,50 . δn1,4 ≈ 34 δr
soit N1,4:N1,5 ≈ 1
4
+
9
16
(δr )2
– expression approchée de N1,4:N1,8
θ1,40 =
2pi
3 et φ
1,4
0 = 0 ; θ
1,8
0 =
pi
2 et φ
1,8
0 ≈ 0,955
d’où n1,40 . δn
1,8 ≈ − 13 δr et n1,80 . δn1,4 ≈ −14 δr
soit N1,4:N1,8 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
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– expression approchée de N1,4:N1,11
θ1,40 =
2pi
3 et φ
1,4
0 = 0 ; θ
1,11
0 =
pi
2 et φ
1,11
0 ≈ −0,955
d’où n1,40 . δn
1,11 ≈ − 13 δr et n1,110 . δn1,4 ≈ −14 δr
soit N1,4:N1,11 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
– expression approchée de N1,5:N1,6
θ1,50 = pi et φ
1,5
0 = 0 ; θ
1,6
0 =
4pi
3 et φ
1,6
0 = 0
d’où n1,50 . δn
1,6 ≈ 34 δr et n1,60 . δn1,5 ≈ 0
soit N1,5:N1,6 ≈ 1
4
+
9
16
(δr )2
– expression approchée de N1,5:N1,9
θ1,50 = pi et φ
1,5
0 = 0 ; θ
1,9
0 =
7pi
6 et φ
1,9
0 ≈ 0,955
d’où n1,50 . δn
1,9 ≈ 512 δr et n1,90 . δn1,5 ≈ 0
soit N1,5:N1,9 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
– expression approchée de N1,5:N1,12
θ1,50 = pi et φ
1,5
0 = 0 ; θ
1,12
0 =
7pi
6 et φ
1,12
0 ≈ −0,955
d’où n1,50 . δn
1,12 ≈ 512 δr et n1,120 . δn1,5 ≈ 0
soit N1,5:N1,12 ≈ 1
4
+
25
144
(δr )2
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– expression approchée de N1,6:N1,7
θ1,60 =
4pi
3 et φ
1,6
0 = 0 ; θ
1,7
0 =
5pi
3 et φ
1,7
0 = 0
d’où n1,60 . δn
1,7 ≈ −34 δr et n1,70 . δn1,6 ≈ −34 δr
soit N1,6:N1,7 ≈ 1
4
+
9
8
(δr )2
– expression approchée de N1,6:N1,9
θ1,60 =
4pi
3 et φ
1,6
0 = 0 ; θ
1,9
0 =
7pi
6 et φ
1,9
0 ≈ 0,955
d’où n1,60 . δn
1,9 ≈ − 112 δr et n1,90 . δn1,6 ≈ 14 δr
soit N1,6:N1,9 ≈ 1
4
+
10
144
(δr )2
– expression approchée de N1,6:N1,12
θ1,60 =
4pi
3 et φ
1,6
0 = 0 ; θ
1,12
0 =
7pi
6 et φ
1,12
0 ≈ −0,955
d’où n1,60 . δn
1,12 ≈ − 112 δr et n1,120 . δn1,6 ≈ 14 δr
soit N1,6:N1,12 ≈ 1
4
+
10
144
(δr )2
– expression approchée de N1,7:N1,10
θ1,70 =
5pi
3 et φ
1,7
0 = 0 ; θ
1,10
0 =
11pi
6 et φ
1,10
0 ≈ 0,955
d’où n1,70 . δn
1,10 ≈ − 112 δr et n1,100 . δn1,7 ≈ 14 δr
soit N1,7:N1,10 ≈ 1
4
+
10
144
(δr )2
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– expression approchée de N1,7:N1,13
θ1,70 =
5pi
3 et φ
1,7
0 = 0 ; θ
1,13
0 =
11pi
6 et φ
1,13
0 ≈ −0,955
d’où n1,70 . δn
1,13 ≈ − 112 δr et n1,130 . δn1,7 ≈ 14 δr
soit N1,7:N1,13 ≈ 1
4
+
10
144
(δr )2
– expression approchée de N1,8:N1,9
θ1,80 =
pi
2 et φ
1,8
0 ≈ 0,955 ; θ1,90 = 7pi6 et φ1,90 ≈ 0,955
d’où n1,80 . δn
1,9 ≈ 112 δr et n1,90 . δn1,8 ≈ 13 δr
soit N1,8:N1,9 ≈ 1
4
+
17
144
(δr )2
– expression approchée de N1,8:N1,10
θ1,80 =
pi
2 et φ
1,8
0 ≈ 0,955 ; θ1,100 = 11pi6 et φ1,100 ≈ 0,955
d’où n1,80 . δn
1,10 ≈ 112 δr et n1,100 . δn1,8 ≈ 13 δr
soit N1,8:N1,10 ≈ 1
4
+
17
144
(δr )2
– expression approchée de N1,9:N1,10
θ1,90 =
7pi
6 et φ
1,9
0 ≈ 0,955 ; θ1,100 = 11pi6 et φ1,100 ≈ 0,955
d’où n1,90 . δn
1,10 ≈ − 512 δr et n1,100 . δn1,9 ≈ − 512 δr
soit N1,9:N1,10 ≈ 1
4
+
50
144
(δr )2
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– expression approchée de N1,11:N1,12
θ1,110 =
pi
2 et φ
1,11
0 ≈ −0,955 ; θ1,120 = 7pi6 et φ1,120 ≈ −0,955
d’où n1,110 . δn
1,12 ≈ 112 δr et n1,120 . δn1,11 ≈ 13 δr
soit N1,11:N1,12 ≈ 1
4
+
17
144
(δr )2
– expression approchée de N1,11:N1,13
θ1,110 =
pi
2 et φ
1,11
0 ≈ −0,955 ; θ1,130 = 11pi6 et φ1,130 ≈ −0,955
d’où n1,110 . δn
1,13 ≈ 112 δr et n1,130 . δn1,11 ≈ 13 δr
soit N1,11:N1,13 ≈ 1
4
+
17
144
(δr )2
– expression approchée de N1,12:N1,13
θ1,120 =
7pi
6 et φ
1,12
0 ≈ −0,955 ; θ1,130 = 11pi6 et φ1,130 ≈ −0,955
d’où n1,120 . δn
1,13 ≈ − 512 δr et n1,130 . δn1,12 ≈ − 512 δr
soit N1,12:N1,13 ≈ 1
4
+
50
144
(δr )2
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